LIMITES Y CONTINUIDAD 'ﬂﬂ@&a

@1.5 CALCULO DE LiIMITES APLICANDO PROPIEDADES

Hasta el momento se han calculado limites usando calculadoras y graficas, pe-
ro dichos métodos no siempre conducen a la respuesta correcta. En esta sec-
cién se utilizaran las propiedades de los limites, para proponer un método
preciso para calcularlos.

Propiedades de los limites

Si ¢ es una constante y los limites Lim f(x) y Lim g(x) existen, entonces:
X—a Xx—a

1. Lim ¢ = c. En palabras, el limite de una constante es igual a la constante.
X—a

2. Lim x = a. En palabras, el limite de una variable que tiende a a es a.
X—a

3. Lim [f(x) + g(x)] = Lim f(x) + Lim g(x). En palabras, el limite de una suma
X—a X—a X—a
es igual a la suma de los limites.

4. Lim [f(x) — g(x)] = Lim f(x) — Lim g(x). En palabras, el limite de una res-
X—a X—a X—-a
ta es igual a la resta de los limites.

Lim [¢f(x)] = ¢ Lim f(x). En palabras, el limite de una constante por una
X—a X—a

Unicidad del limite |

S eHimbe derung furicidn funcién es igual a la constante por el limite de la funcién.

existe, entonces es unico. 6. Lim [f(x) - gx)] = Lim f(x) - Lim g(x). En palabras, el limite de un pro-
Es decir, si x—a x—-a x—-a

Lim flx) = L, yLim ) = L, ducto es igual al producto de los limites.

X—a X—a

Lim f(x)

7. Lim fx) =124 , si Lim g(x) # 0. En palabras, el limite de un cocien-
x—a g(x) Limg(x) x—a
X—a

se dice quel, =L,

te es igual al cociente de los limites.

8. Limx™ =a", n € Z". En palabras, el limite de una potencia es igual a la
;Zt‘;ncia calculada en a.

9. Lim[f(x)]" = [Ll’m f(x)]n, n € Z*. En palabras, el limite de la potencia de
3;; funcién esx i_;lal a la potencia del limite de la funcién.

10.LimVx=Va,neZ (sines par, entonces, a > 0). En palabras, el limi-

x—a
te de una raiz es igual a la raiz calculada en a.

11.Lim Vf(x) = "|Limfix),ne z* (si n es par, entonces, Lim f(x) > O). En
x—a X—a x—a

palabras, el limite de la raiz enésima de una funcién es igual a la raiz
enésima del limite de la funcion.

Principio de sustitucion

Se sabe que el limite de f(x) cuando x tiende a a no depende de f. Para algu-
nas funciones este limite es precisamente f(a).
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Esta afirmacion permite concluir que
Lim f(x) = f(a) para algunas funciones.
x—a

Este método para calcular el limite de una funcién es llamado método de sus-
titucion directa.

| Ejemplos
|| Ejemplos |

1. Calcular los siguientes limites aplicando propiedades.

a. Lim (2x— 5) c. Lim (4x2 —3x+2)
x—1 x—3

b, Lim, (5% + 2x + 9) d. Lim Vx-5x-3
X= X— —1

Solucion

Usando las propiedades de los limites y el principio de sustitucion, se pueden
calcular los limites propuestos. Asi,

a. Lim (2x—5) = L|m 2x—Lim 5=2(1)—-5=2—-5= -3
x—1 —1 Xx—1

i 2
uumw%+y+$=um5£+mmn+um9=%ﬂ+4ﬂ+9

X—')i X‘—)g X—)g X—)g
5.2,
9 3

Luego, Lim, (5x% + 2x + 9) = —
Xz

c. Lim (4 —3x+2) = Lim 4Z — Lim 3x+ Lim 2=14(3)2-33) +2
X—3 X—3 x—3 X—3

=36—-9+2
Luego, Lim (4x® — 3x + 2) = 29
x—3

d. Lm VX —5x—3= Lim (@ —5x—3) =

Xx— —1 x— —1
[lm - lim sx— lim 3=V 501 -3
Vx-o -1 x— —1 x— =1
=V1+5-3=V3
Luego, Lim Vx? —5x—3= V3
x— —1
1 2. Si f() = 3x2 — 2x + 7, probar que

a. Lim flx) =15 b. Lim f(x) =3c2 — 20+ 7
XxX—2 X—a

Solucion

a. Lim f) = Lim B —-2x+7) = le 3x2 — Lim 2x+ Lim 7
X—2 X—2 — 2 X—2 X—2

=12—-4+7=15
Luego, Lim f(x) = 15
X— 2
b. Lim fix) = Lim (3x —2x+7) = Lim 3x — Lim 2x + Lim 7

X—a X—a X—a X—a X—a
=30 —20+7
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LIMITES Y CONTINUIDAD

3. Usar el principio de sustitucion directa para calcular los siguientes limites.

Xt =1 X =
a. Lim c. Lim ———
x>0 X — 1 x—>1X2+1
2 _ 2
I x+3 4 Lim1X +2x+ 1
x52 X +1 ® =Sy 2x + 1
Solucion
2 _ P _
a LimX 1—0 1=—1=1
x>0 x—1 0—1 —
XX —x+3  (@2-2+4+43 4-2+3 5
b. Lim — = 3 = ==
x>2 X+ (28 +1 8+ 1 9
3
, = = 1—1
C. L|mX3 1=[1)2 L =9=0
xo1x+1 M2+1 1+1 2
1)2 [1] 1 9
= +21=+1 41+ =
. x2+2x+1:[2] v, :4+1 1: 4 _9
S x—>g 22X+ 2[l]+1 141 2 8
2

UNIDAD 3

También se puede calcular el limite de la potencia de una funcién, cuando la

potencia es otra funcién, por el principio de sustitucién. Asf,

(x) Lim g(x)
Lim [f(x)]g - [Lim f(x)]x—m
X—a X—a
| | Ejemplo
' Calcular el limite de la funcion f(x) dada
a. Lim (Bx+ 1) b. Lim (5x — 4)7%
X— 2 x> —1
Solucion
1 Lim x
Ca. Lim Bx+1)¥=Lim Bx+ 122 =32+ 1P2=6+12=72=49
X— 2 X—2

Lim -x
(b Lim (5x—4)7X= Lim (5x — 41 =[5(—1) — 4]V = (-5 — &)

X~ =1 x— =1
| =[9'==x

/

g Practica 2
b

Determinar para cada funcian los limites laterales indicados.

a. flx) =3x+8 xLl>m2+ (%) xLLmz* f(x) Gy 1wl
d. {x) = , o Lim i(x) Lim +i(x)
b. gl = Vx Lim g(x) Lim  g(x) & SIX<2 x-2 8~z
xX— 9" x— 9t )
: ) s st x <1
X six>0 e. j(¥)= { . Lim j(x) Lim jx
¢ h(¥)={-2x six<O0 Lim p(x)  Lim p(x) 2+ 1 six=1 x>0 x> 17
0 5 7 =T x— 0 x— 0t
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2. Determinar el valor de cada limite a patir de la grafica : Vx+ 14 4x — 6
' m. Lim ———— 0. Lim, ——
de f(x). : x—>—§ 2X ¥k X
! 3:)’ fx) 2
R =
"% n. Lim Vx+ 3x p. Lim 8
-5 »4/'“93 N :‘\? 3 4 5 X3 x=2 x+2
A G SRR | . )
T i 4. Determinar si el valor del limite de la funcion dada es co-
N 5 rrecto. Justificar la respuesta. g
, , a. Lim 4x—2=2 h Lm XT3
a. Lim f(x f. Lim flx) s vy —3 3— X%
xX—3" X— 2" \/7 x2+2x—1
' i b. Lm V&-3=—1 i Lm=—""—=1
b- Xli)m2+f[x] g Xgnl3+f[x] X=> —)33 x—1 );_ 2 X2
¢ Lim f) h Lim Y e inE—% =g § g XL
x—=1* X— =2 x—=2Xx—3 x— =3 4 4
d. Lim flx i, Lim flx ' X — 4% ' 3x—1_
L ) o ) d. xLin1 x+3)*=4 k. xLl_r}n] (9 + x) 100
. i . L ; + 4 1 ;
£ XE)n1_3_f[x] J X_|)nl1+f(x) e. Lim, X =— . Lim (5x+ 4)*= M
o o x—=5 X—1 3 x— =2 36
4 Cglcularel valor de los siguientes limites usando las pro- ' 5 23 243y
piedades. f. Lim x——=— m. Lim =38
1 x—5 x 5 X—5 X
a. LimVx+3 g. Lim 4% ——
X—2 x—3 X g Lim |x—2|=-2 n. Lim Vx¥—-2x=0
(2X n 8) X—4 X— —2
b. Lim h. Lim (x+1) 5. Determinar si el limite planteado para cada funcion exis-
x——1 X X—6 o b
te. Justificar la respuesta.
+ i , .
o i L2 i Limx2+ Vx+2 X si x>0
x—3 X— 2 x— 2 2 ) ,
i fl=4<x six<0 Lim flx
0 six=0 *7°
d. Lim~ +x i Lim - 2x— 6
x4 X x—1 " {3x+1sixs2
b. flx) = Li f[ ]
, 7 21 q s im f(x
e. Lim x2 — 3x k. Lim V) rd SErE a2
x—6 x—a ¥ x=1 X—1 six>1
f. Lim_4sen x L Lim M c. flx)=¢x six<1 Ll'm1 f(x)
Ky x—-2 x—1 ' 3 P =g

\.,1.6 LIMITES DE FUNCIONES INDETERMINADAS

En algunas ocasiones, al efectuar la sustitucién directa para calcular un limi-
te, el resultado puede ser una indeterminacién.

L _ . ..
Cuando el resultado es —, entonces se calcula el limite a partir de los limites

0
laterales. Por ejemplo, ];58 % = %

Como el resultado después de la sustitucién es una indeterminacién, enton-
ces, para calcular el valor del limite, se calculan los limites laterales. Asi,
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x=0" 34| -
\ ﬂ
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e AEREER:
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-4
Figura 4

LIMITES Y CONTINUIDAD

.1
Lim — = —»
x—0" X

.1
Lim — =
x—=0t X
Como los limites laterales son distintos, entonces, el limite no existe. Asi,
%

1 .
Lim — no existe.
x—-0 X

La grafica de la funcién f(x) = % se muestra en la figura 4.

Limites de funciones racionales

/ St P(x) y Q(x) son polinomios de grado ny m, respectivameﬁte, y
PX _0 |
Qkx) 0’
rador P(x) o el denominador Q(x), de modo que el binomio (x — a).
P -a) P _ P

Lim la indeterminacién se evita factorizando el nume-

X—a

se simplifique asi: Lim ——= = Lim — =Lim o
g x—a Q(x) x—a (x—a)0Qix) x—a Q;(x)
| Geaplo
' Calcular los siguientes limites. 1 1
’ -9 . x+4 4
‘a. Lim e. Lim
| x-=3 x—3 x—0 X
o, Lim X*8 £ Ljm X X2
' x——2 X+ 2 x—1 x—1
‘c Limx3_4x2-|_5x—2 Lim 2 <3x-10
x—1 X2*2X+1 9. X = —2 x+ 2
‘ 1 1
| - Xt —x
ld. Lim X*2 2 B
x—0 X
Solucién
- - 3)(x +
’a. Limx2 ¥ - imu[—x—Blz Lim (x+3) =6
L' x—3 x—3 x—3 (x —3) x—3
| , - — 2+ ,
b. Lim m= (x +2)0¢ — 2x + 4 = Lim (X —2x+4) =12
, x> -2 X+ 2 x— =2 (x + 2) x— —2
= A - _ _ _
}‘ o Lm x> — 4x2 + 5x z_ x=2x—Nx—-1) = L fr— 2 =—1
f x—=1 X2 —2x+1 x—1 (x=1Nx-1) x—1
‘i 11 2 - (x+2) g —%—2
L o 242 2 _ e 2642 n _2x+3)
x—0 X x—0 X x—=0 X
YT . B .
x=02x(x+2) xso02x+2) 20+ 2) 4
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. 1 1 4 —(x+4) 4—x—4

; x+4 4 4(x + 4) 4(x + 4)
e. Lim = Lim = Lim
| x—0 X x—0 A x>0 &
‘ p =X —1 —1 1
= Llim —————= Lim = =-—
x—0 4x(x + 4] x—0 4[X+4] 400 + 4) 16
En la notacion oxm1 X x—1 [X‘—U x—1
f:A—=B ! 2
, x-—3x—10 , X —5)x+ 2 ,
A es el dominio y g Llim ———= i pr=glera) Lim (x—5)=—
M \ X— —2 x4 2 xX— =2 (x+ 2 X— =2
B es el codominio ‘
htim XX g X6
Il x—>1 x—1 x—>1 (x—1 x—1
Limite de funciohes radicales
o fx) 0
Si f(x) y g(x) son funciones radicales y L1m = — entonces, la

0gx) O
indeterminacion se elimina racionalizando el numerador, raciona-
lizando el denominador o racionalizdndolos ambos.

| | Ejemplo
| Calcular los siguientes limites.
I 2. Lim Vx+1-2 b. Lim ;X_
.| " x>3 X—3 T xo>1V5-xX2 -2

| Solucion

| o Vx+1-2 = [VMx+1=Vx+1+12)
a. Lim ———————— = Lim

I xX—3 x—3 x—3

‘ i X+1—4 L 1 1

| = Lim = Lim —F/————=—

s k- AV 1+ 2) =3 Vx+1+2 4

|

| |- x (1 -2(V5 -2 +2)

| . s

i’ % XL|_r)n1 ‘\/5—x2—2'_x—>1[\/5— —2]\/5—X2+2]

[1—x\/5—x +2) Lim 1-xV5-x2+2)
1—x

( x—)1 5— x2 — x—)l
I
I _ 0-HV5-x+2 _ — T V5—X2+2:i=2
H x—>1 (1—=x0 +x x—1 14X 2
Q_L;) Pr a' Cti ca 3 .IN‘IERPRFIATWA 5 morosva @ ARGUMENTATIA |
1. Encontrar los siguientes limites.
W2 — 2% — 15 x—3 . X t+2x+4 - 8x% + 8x
a. Lim———— c. Lim e Lim 29 . Lim 5 _
x>5 X—5b x—-1x+1 X3 X35 4
2 :
. X =B ¥ N : . — Bx+ , +
b. Lim w d. Lim R sk B f. Lim w h. Lim Xt
x—3 (x—3) x— =2 2(x+ 2) : x— —4 4+ x x—=-1 x+1



2. Calcular, si existe, el valor de cada limite.

LIMITES ¥ CONTINUIDAD

2 - Vx

VZEA-Va

e. Lim f. Llm 7
a. Lim X —1 h. Lim x+3 x—0 X x—>43— V2x+1
ox=1 x—1 x> -3 l+l
x 3 4. Indicar en cada proceso de<solucion si existe algln
- S ¥ S error. Justificar la respuesta.
b Ll S=—= L L se——— Vx
x=1 X —1 x—>2X—4X+4 ] Limz-—\/;: 2—\/)_(.24- X
& [ xX—4 [T (x—1)° S x—>4 4—x x—=>4 4—x 2+
" xo4 X2 — 16 ) x=1 X —1
1 L 4 —x
ey im
x+5 5 G ~ 4 - 02 + Vi)
d. Lim X koo Lim ——— 0
x—0 x—-2 x*—16 L 0 5
= Lim -
32— 13x—10 X -16 LTS 2+\/ 2+2 4
e. Lim ﬁ Lim 2——2
X5 2 X X—=2 XX3 X .- 1_\/:1‘
_ p L e
£, Lim X :: m. Lim, 82 : x—2 =2
x—=>-=1 X X ZX—
2 ’ - C1=Vx=1 1+ Vx-1
Lim 1 0 Lim (a+x*—a = Lim . N/
§ e T x—1q * % X—2 =2 14 Vzx=1
. wa 1—[X— 1)
3. Hallar el fimite de cada funcion, racionalizando el de- : —XL'_TZ x—20+Vx—1)
nominador o el numerador seglin corresponda.
? 2=
o V3t x=\V3 . ¢ =Y TB—x 1 = Lim !
e Mg ———— & Mmoo =2 (=20 + Vx=1)
o Vx+1-2 . 1=-Vi=x = Lim ! = 1 S B, |
b XL'_r>na x—3 % XLTO X2 x=21+Vx—1 14V2-1 141 2
\g] LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Los limites de las seis funciones trigonométricas se pueden calcular median-

te sustitucién directa. Asf,

e Limsenx =sena o

Limtanx =tana

e Limsecx =seca

X—a X—a xXx—a
e Limcosx =cosa e Limcscx =csca e Limcotx =cota
X—a X—a Xx—a
| | Ejemplo
| L. X . .
| Calcular el limite de f(x) = cuando x tiende a 0.
I o sen x
|| Solucion
il sen x .
- Como tan x = , entonces
‘ Cos X
I sen x
I Lim tan x _ Lim OSX  |im sen x Lim 1 1 1
s = ol — ————— = 50 — =
| x>0 sen x =0 senx X720 o5 xsen x cosx 1
‘ tan x
- Luego, Lim =1
x—0 sen x
103




Limites trigonométricos especiales

Para calcular algunos limites de funciones trigonométricas, para los cuales se

cumple que L1m fla ((x)) 0 Se tienen las 51gulentes propiedades.
/ Limﬂ—t=1 ' Lim#=0,coﬂt=t(x).,

t—0 t t—0

| Ejemplo

’ Calcular los siguientes limites trigonomeétricos.

sen 2x
a. Lim ——
x—0 X

Lim
I x>o0senx

sen? x

x—0 X

¢ Lim

e Lim sen (x + 1)
x— —1 X+ 1

£ Lm 2(1 — cos x)
x—0 X

9. Lim 1 — tan x

1) —
x> senx Cos X

|
y sen 3x
d. Lim —— b Lim CoS X
| x— 0 sen 2x x—>% tan x
' Solucion
| ., sen 2x ., 2sen X.os X . sen X+ COS X
a. Lim ——= Llim ————=2 lim ——
x—0 X x—0 XxX—0 X
,osenx :
=2 Lim « Llim cosx=2X1X1=2
x—>0 X x—0
X
¥ ; Lim01 :
, X i , X—
' b. Lim = Lim senx = Lim T AN e X =—=1
x>0senx  x—-0 x—0 Lim 1
: X x—>0 X
‘ . sen? x . Sen X+ sen x , X
¢. Lim ——= Lim ———— = Llim *sen x
x—0 X x—0 X x—>0 X
= Lim Lim senx=1X0=0
x>0 X x—0
d Lim sen3x _ - 3+ 2x-sen3x _ 3 +sen3x-2x
X720 gen2x x5 032xsen2x  x—0 2+ 3X+sen 2x
3 .. sen3x  2x 3 . sen3x . 2x
= — Lim . =— Lim = + Lim
2 x—>0 3x sen2x 2 x—0 3Xx  x—0 sen2x
3
==X1X1=—=
2

| Asi, Lim Lim
x—>-1 x+1 u—0 U

sen(x+1) . senu

e. Seau=x+ 1,entoncesx=u— 1,dedondex—> - 1=2u—-1->-1=u—0.

=1
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Cota: un numero que es
mayor 0 menor que todos
los elementos de un con-
Junto dado.

“ A 4o

Figura 5

LIMITES Y CONTINUIDAD

| ¢ Lim 201 —cosx _ Lim 5. Lim 1 — cos x = Lim 1 — cos x
" x>0 X T X0 X0 X x—0 X
| =2X0=0
, _senx €05 X— Sen x
1 — tan x ‘ oS X cos X
lg. Lim_————— = Lim _ = Lim _ %
P T senx—cosx @ senx—cosx~ “Ma sen x — cos
4 4 4
\ Lim €0S X — sen X : —(sen x —cos x) L 1]
‘ X_,%cosx(senx—cosx] X_,%cosx[senx—cosx] X_,% oS X
= "1 2 _ .\
| V2 2
! 2
‘ , ,
COS X ; COoS X ; cos“x 0
lh. Lim = Lim_———— = lim_ ——=—,
X_>7tanx x5 sen x X_>321 sen x 1
oS X

| Luego, cuando un limite es de la forma P se dice que el limite es igual a cero.

\.11.8 LIMITES INFINITOS Y LIMITES EN EL INFINITO

Limites infinitos

Si una funcién f(x) crece o decrece sin cota cuando x tiende a un valor a, en-
tonces, se dice que Ll’m f(x) no existe.

Para notar que el hmlte de una funcién f(x) creoe sin cota, cuando x tiende a
a, se escribe:

Lim f(x) = 4o

Xx—a

De igual manera, si el limite de una funcién f(x) decrece sin cota, cuando x
tiende a a, se escribe:
Lim f(x) = —o0
Tox—-a

| Ejemplo

|

Elaborar una tabla de valores e indicar si el limite de la funcion f(x) crece o
| decrece sin cota. .

1

: a. b. Lim

im
w—53% X— 3 ¥—3 2 )(2 =
Solucion _ .
a. La tabla muestra los valores de f(x) cuando x tiende a 3.
%= 3,1 3,01 3,001 | 3,0001 3
) - 10 100 1.000 | 10.000 40

La grafica del limite de la funcion f(x) =
| se muestra en la figura 5.

cuando x tiende a 3 por la derecha,

------




i \ ot
3 ' —oo \‘l
|+
-4+
Figura 6
Ly
44
st
Z 1 “\
-5
3 -2 A1 i P
i, ——
b T 2 '3
S di
\ -2
\
“«“3
-4
Figura 7

o 5 1 .
' Luego, el limite de la funcion f(x) = 3 crece sin cota.

b. La tabla muestra los valores de f(x) cuando x tiende a 2.

19 1,99 | 1,999 2 2001 | 201 [ 21
flx} |—2,564 |—2506 —250,06 ? 249,93 24,9371 2,439
. 1 1
Luego, Lim no existe, pues Lim = —ooy Lim =0
g x> 2 — 4 P x—)2‘X2—4 yx—>2*X2—4

| La grafica de la funcion f(x) se muestra en la figura 6.

Limites en el infinito

En los limites infinitos se presenta un caso especial, en el cual la funcién f(x)
crece o decrece sin cota.

Otro caso especial en el estudio de los limites se presenta cuando la variable
x crece o decrece sin cota. Teniendo en cuenta estas variaciones, se pueden
plantear los siguientes limites:

Lim flx) =L Lim f(x) =

x—® x——0c

Estos limites se llaman limites en el infinito.

Si Lim f(x) = L, entonces se dice que el limite de la funcién f(x) es L cuando
X—

x tiende a infinito.

De la misma manera, si le f(x) = L, entonces, se dice que el hmlte de la

funcién f(x) es L cuando x tlende a menos infinito.

Cuando se calculan limites en el infinito se presentan dos casos:

e Caso 1. Limites de la forma Lim L =0y Lim L = ( siempre y cuan-
x—+o xM x——0 ,

do x™ esté definido.
Estos limites pueden comprobarse asignando a x valores numéricos cada

vez.mayores y, calculando el cociente respectivo.

Lim 1 Lim 1
’x—>+00 Y-

“Porejemplo .

Cuando x toma valores cada vez mayores, la funcién f(x) se aproxima ca-
da vez mas a 0 por la derecha.

Cuando x toma valores cada vez menores, la funcién f(x) se aproxima tam-
bién a 0, por la izquierda.

La gréfica de la funcién f(x) = % se puede apreciar en la figura 7.

¢ Caso 2. Limites en el infinito de una funcién racional.
Los limites de funciones racionales para los cuales se presenta la indeter-
. % 2 [0} . 2 . « i o
minacién _ reciben el nombre de limites en el infinito.
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Para calcular el limite de estas funciones, se divide el numerador y el de-
nominador de la funcién entre la potencia de mayor grado.

A partir de este proceso se presentan tres casos:

o T Py . %
%l_)l‘l; 00 o si el grado de P(x) es mayor que el grado de Q(x).

e Lim i 0 si el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x).
- Qx)

e Lim Py _m si el grado de P(x) es igual al grado de Q(x), siendo m y
> Qx) n
n los coeficientes de los términos de mayor grado de P(x) y Q(x), respec-
tivamente.

| Calcular el valor de los siguientes limites.

o L X d LI,mx:’—3x2+5x—8
i x—w 2X + 3 " xo® Pl
3x — 8 3x2 + 4x — 1

I

. Li . Li
’bx—lg]oxz—1 ex—lmo Vo + 1
I .
|

' Solucion

| a. Se divide el numerador y el denommador entre la potencia de mayor grado; en este
\'f caso, se divide entre x. Asi,

' ﬁ_l 1_1
‘ x—1 X X ) X 1—0 1
im =leﬁ=L|m—3= = —
x—om 2Xx + 3 xom + = x50 9 4 2 2+0 2

" X X X

| b. En este caso, la potencia de mayor grado es x2; luego, se divide el numerador y el
denominador entre x2. Asi,

1 3x 8 3_8
- XX X x X -
Coim =R i 5 = lm——— =220_9_,
X—00 XZ — X—00 X__i X—00 e 1—0 1
A X2

' ¢. Se divide el numerador y el denominador entre la potencia de mayor grado. En este
| caso, se divide entre x°. Asi, 50

( 56 _ 4 gt 9

_‘ Lim E’XS_—M: Lim x° X5 XS Lim —XZ—XS _ 5
I xoe  —3x2 4+ 4x° X—® _}ﬁ n 4x° x—'>°o _i +4 4
r X 7

d. En este caso, la potencia de
' mayor grado es x*; luego se divide e x*l’ numexzador y el denominador entre x*. Asi,

8

L,mx3—3x2+5x—8 i #t )(*+x4 %
x—l)oo =1 X—0 i_i
P &

L




1.3,.5_ 8

1 _ooox ¥ 2 & o0-0+0-0_0_
_ = Lim 1 =—=—=0
I X—00 1 oo in 1 - 0 1
| 7
“ e. Dividiendo el numerador y el denominador entre x? que es la potencia de mayor
| grado, se obtiene. L2 Ax 1 41
| TR T2 TR
- 3¢ + 4x— 1 Y Y

m =~/ = Lim = Lim
| e Vé+1 o 1 o 14
H FAF x
| 3+0-0

| " Vit

La indeterminacién « — « se resuelve efectuando la resta de funciones. Cuan-
do aparecen radicales, se multiplica y se divide por la expresién conjugada.

ﬂ Calcular el limite.

2. Lim x—Vx2+3) b. Lim(x2—Vx*—1)

X—%0 X—®

‘ Solucion

a. Al efectuar la sustitucion, resulta
\
‘i le(x—\/x2+3]=oo—\/oo+ :w—V;=w—w.Luego,
| X—0
’ x=VX2+3)x+ V£ +3)
| Limx— V2 +3= Llim

R Rl x+ V2 +3)

gy Xty -3 -3
x—>oox+\/x2+] oo x+ V2 +3 xo0x+ V2+3

Dividiendo el numerador y el denominador entre x, resulta.

3 3
‘ X ) X O
Eﬂx 2 3 on 3 1+Vi+o~ 7z "¢
‘ + R 1+ 1+
X X2 X2 X2

| =V -+ V-
{ 2 xli)T:(XZ_ X4—1]:x|'—l>To (X2+\/X4—1]
S =04 =) =X+

=x|i>T°X2+\/— x—)ooxz-l‘\/— xL—lglon“‘\/———
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L ) Prdactica 4

1. Calcular los siguientes limites.

, tan x , COS X
a. Lim g. Lim_
x>0 X B35 cot x
sen x . Seex ==
b. Li h. Lim —————
x—0 3X x>0 Xsecx
. sen7x , . sen bx
¢. Lim —— i. Lim ———
x>0 X x>0 sen 4x
. 1 — cos bx ., tanx
d. Lim Lim
x>0 10x x>0 4x
. 3sen?3x 1 — cos 3x
e. Lim 5 k. ———
x>0 2x x—0 senédx
, 5x , 1 — cos? x
f. Lim [, Lim ————
x— 0 sen 2x x—0 IX

. Completar la tabla de valores. Luego, determinar si el li-

mite de la funcion crece o decrece sin cota.

i.  Lim
X—0

i Lim

X—3c0

k. Lim

X—®©

[ Lim
X—>0

m. Lim
X—00

n. Lim
X%

Vax2 — 2x + 1
6x + 2

0. Lim —/—m——
x—© V3x+ 2

a. Llim — - Indicar si el limite ha sido calculado correctamente. Jus-
A £ tificar la respuesta.
ke 0.1 0,01 | 0,001 |0,0001 0,00001] O
TN a. Lim VX2 +x—x=0
X—>+w
b W =1 o Lim V¥ +x-—Ve+1=1
b. Lim i
. w2 Xx—12
x ] 191991999 2 [2,001]201 [ 2, c XL_'{{;X3 - Vx+1=12
R
d Limx—Vx+2=0
¢. Lm —=% e |
x—1- X1 . e. UmVx—Vx—1=0
159X 0,89 09 0,99 0,999 (09999 1 : X%
LX) i 5. Probar cada limite teniendo en cuenta las condiciones
+ dadas.
d. Lim X O+
x5+t xX—5 a. Lim =2
- x5 X — 2
X 489 | 49 4,99 (4999 [49999| 5 . .
P demostrando que para cualquier € > 0, existe un
2x + 1 2
._ i i 2 ’ —2 <
3. Calcular el va}oj[dze los siguientes limites. Mae S que| =17 % i siEmpR e
) X—)00X3+3X Fs olb| e. Lim—
4 pom X+ 4x + 1
g X = et b, Li _
b. Lim —F—— _\/ « LI 4
oo 4+ 82+ 1§ Lim 2 el xs=e X =] ‘ ‘
2 Bt B x=o Vx—1 demostrando que para cualquier € > 0, existe un
¢ Lim———— ~ X+ 4 + 1 .
o 4xt =1 g. Lim 4c —x+6 numero N < 0 tal que 5 — 4 < e siempre
5t + 253 — 9 xox X3~ 2x+ 5 | X—
d. Lim ———— a8 + 42 + x que x < N.
x—0o  3X* — bx h. Lim
xow X2+ 358
109
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@/2.1 FUNCIONES CONTINUAS

/ Una funcion es continua cuando a pequesias variaciones de la
variable independiente corresponden pequerias variaciones de la
variable dependiente.

Por ejemplo, las funciones cuyas graficas se presentan a continuacién, son
funciones continuas.

Y y 4 Yy
deg 3- | = 3$

21 2- / 2+
PrN 1+ 4 PR

) =~ + 1 fx) = X ) = 5

Casi siempre, al operar con funciones continuas, se obtienen funciones que
también son continuas.

¢ Sif(x)yg(x) son continuas, entonces también son continuas las siguientes
funciones:

fx) * ga); fx) - gx); f()

¢ Siy={f(x)es continuay sig(y) es continua, entonces, la composicién g(f(x))
es continua.

sig(x) # 0y kflx) sik € R.

¢ Las funciones trigonométricasy = sen x,y = cos x,y = tanx, y = cot x,
y =secxyy = cscx, son continuas en sus respectivos dominios de definicién.
* Las funcionesy = a* yy = Log, x son continuas en todo R.
¢ Un polinomio es una funcién continua en todo nimero real a.
¢ Una funcién racional es continua en todos los niimeros reales de su dominio.

"\,2‘2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

/ Una funcion fes continua en un punto x = a si cumple las siguien-
tes condiciones.

1. festd definida en un intervalo abierto que contiene a a; es decir,
f(a) existe.

2. El limite de la funcién cuando x tiende a a existe; es decir,
Lim f(x) existe.
X—a

3. Ellimite de la funcién cuando x tiende a a es igual a la funcion
calculada en a; es decir, ]}.(.1_1‘)2 f(x) = f(a).

LYK

UNIDAD 3



Ejemplo

| Determinar si la funcion f(x) = x* + 4 es continua en el punto x = 1.

1

| Solucidn

| La funcion f(x) es continua en x = 1 si cumple las tres condiciones dadas. Asi,
' 10 Se verifica si f(1) existe.

f' Si flx) = x* + 4, entonces, f(1) = 12 + 4 = 5. Luego, f(1) existe.

P | 20 Se verifica si Lim f(x) existe.

\\ST’f \ X —1 .
T | | Siflx) = x + 4 entonces, Lim x> + 4 =12+ 4 = 5, Luego, Lim x* + 4 existe.
I x =1 x—1

™
211 30 Se verifica si Lim f(x) = f(1)
g 1 x—1
e b X Avpartirde 10y 2°, se puede concluir que Lim x? + 4 = f(1) = 5.
4 P < | A4 3 3 x—1

’ En conclusion, la funcion f(x) = x* + 4 es continua en x = 1.
Figura 1 ' La grafica de la funcion f(x) se muestra en la figura 1.

Sif no es continua en x = q, entonces, se dice que f es discontinua en
X = a 0 que tiene una discontinuidad en x = a.

Ejemplo
|| Ejemplo |

| Determinar si la funcion flx) = [

es continuaen x = 1.

2x + 1, six <1
—x+ 2, six> 1

' Solucion
' La funcion f(x) es continua en x = 1 si cumple las tres condiciones dadas. Asi,

| 1o Se verifica si f(1) existe.
Si f(x) = 2x + 1, entonces f(1) = 2(1) + 1 = 3.
Luego, f(1) existe.

2° Se verifica si Lim f(x) existe.
X —1

Como la funcion esta definida a trozos, para calcular el limite se calculan los

2_ limites laterales. Asi,
N8 | Lim f(x) = Lim 2x+ 1 =3y Lim f(x) = Lim (-=x+2) =1
T . x=1- x=1- x—=1* X—1*
YT T - Como los limites laterales son distintos, entonces, )l(.|_r)n1 f(x) no existe.
i ; B En conclusion, como no se verifica la segunda condicion de continuidad, entonces, la
‘ , funcion f(x) es discontinua en x = 1.
Figura 2 | La grafica de la funcion f(x) se muestra en la figura 2.

@ 2.3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

/ Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b), si fes con-
tinua en todos los puntos del intervalo (a, b).
Una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si:

a. fes continua en el intervalo abierto (a, b).
b. Lim f(x) = f(a) /A Lim f(x) = f(b).
x—at x—b-

© SANTILLANA
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LIMITES Y CONTINUIDAD |

| Ejemplo

| Analizar la continuidad de cada funcion en el intervalo indicado.

‘1 . S —1, six<0
la. flx)=¢ x—=2' b. glx) =40, six=0
i' 4, Six=2 1, six>0
| enelintervalo (=3, 3) en el intervalo [—2, 2]

Solucion

| a. Como la funcion esta definida de dos formas en el intervalo (=3, 3), se escoge
comprobar la continuidad en el punto x = 2.

] 10, Se verifica si f(2) existe.
Como f(2) = 4, entonces f(2) existe.

20, Se verifica si Lim f(x) existe.
X—2

Como la funcién esta definida a trozos, para calcular el limite se calculan los
limites laterales. Asi,

f , . , -4

I Lim f(x) = Lim + Lim f(x) = Lim X

| x—2- x—=2- X — 2 x—2* x—2+ X — 2

f ' = Llim x+2=4 = Llim x+2=4
‘i x—2- X—2*

I Como los limites laterales son iguales, entonces, L|'m2 f(x) existe.

I x-

30, Se verifica si Lim f(x) = f(2)
X—2

A partir de 1°y 2°, se puede concluir que
| Limx2_24=f(2)=4

Xx—2 X —
En conclusion, la funcion flx) =

4 .
es continua

en x = 2,y es continua en el intervalo (=3, 3).
il b Como la funcion esta definida de tres formas en el intervalo [—2, 2], se escoge el
punto x = 0 para comprobar la continuidad.

1°. Se verifica si g(0) existe.
Como g(0) = 0, entonces, g(0) existe.

20, Se verifica si Lim g(x) existe.
Xx—0

Como la funcion esta definida a trozos, se calculan los limites laterales.

Lim glx) = Lim —1 = —1 Ly

x—0- x—0- 31

Lim g(x) = Lim 1 =1 11

x—0* x—0* 10—
Como los limites laterales son distintos, entonces T B =

Lim g(x) no existe.
x—0

En conclusién, como no se verifica la segunda condicion

de continuidad, entonces la funcion g(x) es discontinua

en x = 0.

La grafica muestra la funcién g(x) discontinua en el punto x = 0.

119




@ Prdctica 7

| @ wieRPRETATVA () PROPOSITIVA @ ARGUMENTATVA |

1. Determinar si cada funcion es continua en el punto dado. !

a. flx) = enx=0
b. flx) =x+3 enx=1
C. f[x]=\/;< enx =4
2+x six>3
d f[x_{S six<3 enx =3
X six=1
- f[X]_{xz six <1 enx=1
X+3 six>2
f. flx) =<¢5 Six=2
¥ —1 six<2 enx=2
f(x]={4x+3 six=0
g 3 six<O0 enx =20
—x+1six<0
3x+2 sio=x<2
h. flx) = Bx—1 si2<=x<5
Xx+1 six=5 en x =2

2. Determinar si cada funcion es continua en el intervalo

indicado. Luego, dibujar la grafica correspondiente.
a. f[x) =3x+ 4enelintervalo[—1, 1]

b. f(x) = 3x% en el intervalo [1, 2]

5 Si x> 1
. fl=<x—1 six=1
4x + 1 six<1enelintervalo (0, 2)
x2 six>0
d. flx) =<0 six=0
X si x < 0enelintervalo[—1, 1]
4x+ 3 six=1
e. fix)={x—1 six>1
x2 si x < 1en el intervalo (0, 2)
X =9 six#3
f. fix)=¢ x—3
6 si x = 3 en el intervalo (1, 4)
3. Hallar valores a'y b para que cada funcion, sea conti-
nua en R.
2 .
ac x six <1
a. fly = {3ax— 2six=1

4x six=s—1
b. fl) =(ax+b si—1<x<2
—5x six=2
_fx+a six>0
£, f[x]—{az six<0
_fbx+2 six<2
d. f[X]—{bXZ_gsix22
. - -2  six=s0
,S;f[x)—xzyg[X]—{IX_z\ six>0

¢La funcion f(g(x)) es continua en x = 07?
¢La funcion g(f(x)) es continua en x = 07?
Justificar las respuestas.

. Completar la definicion de cada funcién a trozos para

que las funciones sean continuas en todo R.

six>0
=) six<0

XSi x> 1
b. flx) ={O six=1
| sio x < 1
3x+2 six#1
¢ f[x]:{D six=1
X2 six>2
d f[xlz{i:l six<2
2x—=1 six<3
e. flx=¢O Sl =3
(. six>3
2x2 Six =1
f f[X]_{EI Six<1
—Xx+28x>2
g f[X]:{D Six<?2
3x2 six <1
h. flx) = (O six=1
O Six> 1
—x2 six < —1
L flx)=<O six=1
| six>1
XX+1 six#3
J ﬂx]:{:] six=3
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Q2.4 DISCONTINUIDADES

Una funcién no es continua o simplemente es discontinua cuando no se ve-
rifica alguna de las condiciones establecidas para ser continua.

Las siguientes graficas corresponden a funciones discontinuas en un punto.

a. Ly C. by
5T 51
%7 4+
at o « h{x)
P \ ) LA
S— e = S/
17 P o -
X X
i + —— +— : ' ' —— =
2 - 1 2 3 & % = - | i 2 3 4
1T w1+
B 51
4k gld
4= / \ 4=
74 \
T 3 .
Al A i, s
/ % s jbd
g & T - Y
X X

La funcién f cuya gréfica se ilustra en el literal a, no es continua porque no
esta definida en x = 2.

Las funciones g(x) y h(x) cuyas graficas se ilustran en los literales b y c, son

discontinuas enx = 3yenx = 1, respectivamente, porque Lim g(x) y Lim A(x)
no existen. - &l

La funcioén j(x) cuya grafica se ilustra en el literal d, muestra que j(2) existe y
Lim j(x) existe, pero Lim j(x) # j(2).
x—2 x—2

Por lo tanto, j(x) es discontinua en x = 2,

Discontinuidades evitables

/ Una funcion f es discontinua evitable si sucede alguna de las si- -
guientes condiciones:

a. No existe f(a), si x = a.
b. Existen f(a) y %1_% f(x) pero no coinciden.
Para que una funcién discontinua, que cumple con alguna de las condicio-

nes anteriores, se pueda convertir en funcién continua, se efecttia una rede-
finicién de la funcién original, definiendo a f para a de tal forma que

Lim f() = fla)
121




Ejemplo
&

. Determinar si la discontinuidad de las siguientes funciones es evitable. En caso de

serlo, redefinir la funcion para que sea continua.

a. f(x):ﬂ
3% — 15
X2_1, six# —1
gx) =< x+1
3, six=—1
Solucion

| s XX —25 :
a. La funcion f(x) = EpT es discontinua en el punto x = 5.

b, La funcion gx) = { x + 1

Al factorizarla, se observa que su grafica coincide con la grafica de la funcion

iy . .
y = X . 5, salvo en el punto x = 5. Luego, no existe f(a) si x = a.

Asi, se dice que la discontinuidad es evitable.
Entonces, se puede definir la funcién nuevamente, T
de la siguiente manera: - -

3f s e
—;‘2 —B Gx#s el
f[X] = X — 15 -

1_0 . _5 i 4 ' ¥ ) | l
3 SIx = 4 Y 2 3 & B 6

La funcion f(x) asi definida es una funcion continua.

=1

L Six #F —1
& six=—1

es discontinua en x = —1, pues existe g(—1) = 3y, e 3t
ademas, 5l

X2—1 T /‘/

Lim glx) = Lim = Lim x—1=-2;y : o a5 x

X——1- x->—1 x+1 X——1- 3 2 - ‘/1 2 3

lm o= Lm X=L1o lm x—1=-2 S
x——1* x—=1 X+ 1 x>—1*
Como g(—1) # Lim g(x), la funcion es discontinua 4 b
evitable. =i

Entonces se puede definir la funcion nuevamente, de la siguiente manera.

-1
— six#F —1 b
g ={ x+1 v
—2 Sl X = _1 //’
g
La funcion g(x) asi definida es una funcion continua. T
En la grafica se muestra la funcion g(x). =Y 4

122
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LIMITES Y CONTINUIDAD “IQNMS

@ e @) rorosve @) ARGUMENTATWAJ

1. Observar las graficas y determinar en cada caso si la dis-

1

continuidad de la funcion es evitable o no. Justificar la

respuesta.
- ” ;y
d 5'_y | d 6+
4- \ gt
3+ 4
| A < 3
N\ Ne
14 \\\ B
S | X 1+
S 123 456 BORE L SRS
— -l d a0 123 4
4 ' i
b Wy e 4
5+ / 8
4+ % ——
j g 1+
Tk ) x
Tl @ 43212734
\’T'/ A
J X -2+
T T | N
A2 1 12 3 4 Al R
.]‘. L |
-2‘; '4}
¢ R fi Y 7
5‘/( Ll. //
437 bl o
A N
P i
/[ 2t 3
/ S
S it T/
il x 1/
4 37 £, 4

FENRE: Wl
A/ 1234567
At

wn

2. Determinar el punto en el cual la funcion es disconti-
nua. Luego, redefinir la funcion para que sea continua.
2
X =9
Y=
a. f(x —
b, flx) _ X+t
x+3
C. f()() = Xx=dq
2 six=4
2
d. flx) = ¥ —4
x— 2
+
e fg= Xttt
X+ 1
f. flx) = x—5
1 six=5

3. Determinar si la funcion que se encuentra frente a cada

funcion, la redefine correctamente. Explicar por qué.

2 _ _
1six;H x six# 1
4a. f(x): X"] f(X): X_1
0 six=1 2 six=1
2
Xt +4x+4
Six# —2
b.ﬂn—x+fé+4 fg={ x+2
“ 2 six=2
x—3|six#3 Ix—3|six#3
¢ fld= 2 six=3 ~]o six=23
X2 —4six#2 X2 —4six#2
d. i = 2 Si x = 4 0 Six=2
2
JE—IxTA2 .
2 - six#3
" f(x]—X Ix+ 12 () x—3
—3 o
3 six=3

. Definir una funcién para cada grupo de condiciones.

a. f(x) es discontinua en x = 1, f(1) existe, Lim] f(x)
existe. A=

f(x) es discontinua en x = —2, f(—2) no existe,
“Lim flx) existe.
X—=2
¢. f(x) es discontinua en x = 0, f(0) existe, Lin% f(x)
X—>
existe, f(0) # Lim f(x).
x—0

f(x) es discontinua en x = 2, f(2) existe, Lim2 f(x)
no existe. i

. Graficar cada funcion. Luego, indicar si su discontinuidad

es evitable o no.

2 _

1 | 3
b. f(X]zj((z—_1 g. f[X)_:Z_g
6 flf=—10 h fg = X 18

¥ — xX—4
d, fg=—2 L =2

2%—3 X—2

5x + 10 2 1
« M= b M




Discontinuidades no evitables o esenciales

/ Una funcion f es discontinua no evitable o esencial si I;_lgll f(x)
- no existe.

Este tipo de discontinuidades se presentan a partir de dos casos:

¢ Alguno de los limites laterales no existe.
o Hm fx) # Lim fx)

x—at X—a-

- - —x+1six< -1
' 1. Trazar la grafica de la funcion f(x) = S s
V x Six=—

para mostrar que f(x) posee una discontinuidad no evitable.

Solucion

La grafica de la funcion f(x) muestra claramente que los limites laterales existen
pero no coinciden. Es decir,

e Lim f(x= Lim (=x+1)=2 C o4t
x——1- x-—1- ad

e Lim flx= Lm Vx+1=0 \,
x—==1* x==1*

Luego, la funcion f posee una discontinuidad no
evitable. 3 =

2. Utilizar la grafica de la funcion g(x) para determinar el valor de x donde dicha
funcion es discontinua. Indicar si la funcion g(x) posee discontinuidad no evi-
table.

Solucion y

La grafica de la funcion g(x) muestra '
claramente que los limites laterales no existen,

1z glx)

pues .~

’ o i /,'
Lim glx) = o y x
X_>0_ U + + / ¥ t + +

. -4 -3 2/-‘ /1 2 3 4
mientras que 7
Lim g(x] = —0 P / -2-
x—0*

Luego, la funcion g(x) es discontinua en x = 0
y posee una discontinuidad no evitable o
esencial.

Dada una funcién, es posible hallar los intervalos de continuidad, determi-
nando el valor o los valores de x donde dicha funcién es discontinua.
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correspondiente.
o2

a. f(x]=x2_9

Solucion

LIMITES ¥ CONTINUIDAD m

. Hallar los intervalos de continuidad en cada funcidn. Luego, trazar la grafica

b. gx) = xVx+3

a. Al factorizar el denominador de la funcion

X2

X —-9

flx) =

se observa que f(x) no esta definida en los valores de x donde dicho
denominador es cero. Es decir

Luego, la funcion f(x) = 7

continua en R — {-3, 3}.

En la gréfica se muestra la funcién f.

X; = —3yXx=3

2

es
9

b. La funcién g(x) = XV x + 3 no esta definida
para valores de x menores que —3.

Es decir, la funcion g(x) = XV x + 3 es

continua en [—3, ).

Esta es la grafica de la funcion g.

a. y

Solucion

b. .

a. Los intervalos de continuidad

son (—o, 1]y (1, —)

b. Los intervalos de continuidad son (—c, 0) y (0, «)
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1. Hallar los limites que se indican para cada funcion.

w
I
g

~
e

Mo

flx)

N

Pt X—1-

d.
e ——
4 g =2
//
*4
7
/
' 1 4
5 -
44
34
2
7k 2
,/
it
t 1 +——+
-1 1
-1+
2=
C.
e
3 -2 1
1 ' t
3 -2 1

X—1

- N
| ) )
PN

|
[ hix)

| - « | x=3-

Ny, Lim h(x) =

X—3

|
[ x—1+*

X—1-

X—2*

X—2-

Lim f(x) =
X1+
Lim f(x) =

Lim flx) =

Lim h(x) =
X—3*

Lim h(x) =

Lim jix) =
, Lim jix) =

Lim jx) =
x—1

Lim glx) =

Lim g(x) =

¢ 2. Trazar la grafica de cada funcion e indicar el punto
donde tiene una discontinuidad esencial.

: X+ 1, six < —3
flx) = {2x + 4, Si—3<x<0
5x, six=0
x2, six <1
f={Vx—1 sitsx<5
2. six=5
1 six<0
Flsil = X 5!0$x<2
1 Six =2
X2 =2 si x> 2
x + 2| six<0
flx) = {x2 sio==x<3
2x + 3 six=3

¢ 3, Determinar el valor de verdad de cada afirmacion. Jus-
tificar la respuesta.

a.

€.

. La funcion i(x) =

=) es continua en R — {2}.

X2 six

La funcién g(x) = =
Vx six>
continuidad no evitable en x = 0.

La funcion h(x) = V9 — x% es continua en el in-
tervalo [—4, 3]

La funcion flx) = s

0 tiene ung dis-
0

g = 9 X
es continua en los
intervalos (—o, —3],[3, 4) y (4, ).

La funcion j(x) = “xj es discontinua en el interva-
lo[—1,3]

4. Hallar los intervalos en los cuales cada una de las si-

guientes funciones es continua.

a fl)=x'—Vx+2

e. (I)=Vx2+7x+12

b X =~ £y =2

¢y = JE 0 f[x]=)%}]
_ X _ Sx—-2

d. f(x)—ﬁ_x_12 h. f(x) 1

© SANTILLANA
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